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RESUMEN. Se propone un enfogue para simplificar la resolucidén de
ecuaciones de ttansporfe no-colisionales, mediante el empleo del método
WKBJ. Esta técnica se 1ilustra para el caso de ecuaciones del tipo
Fokker-Planck. Se discute el aléance y la utilidad del método en el

tratamiento de problemas especificos.

ABSTRACT. It is proposed a technique to simplfy the resolution of
collisionless transport equations_on basis to the WKBJ method. This
technique is illustrated with'the‘rgsolution of a Fokker-Planck type
equation. It is discussed the limitation of the method for the

application to specific problems.

1. INTRODUCCION. La necesidad de resolver ecuaciones de transporte.

es un problema que aparece en varios campos de la ciencia,
particularmente en diversas disciplinas de la fisica. Entre los métodos
mis utilizadoé con este objetivo se pueden citar el empleo de Funciones
Bessel, Transformadas .de Laplace, Funcioﬁes de Green, etc. En general,
estos métodos no son siempre aplicables a todo tipo de ecuacidén de
transporte, sino Gnicamente cuando estas pueden serrreducidas a una
ecuacidén de forma muy especifica (ec. de Legendre, Bessel, etc.).
Il método aqui propuc .to permite abordar una gama mas aﬁplia de proble-

mas ya que basta que la ecuacidén de transporte pueda ser reducida a una
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ecuacién diferencial de 2° orden de la forma
e +)E(x)‘j;o (1)
) :
2. METODO. El método WKBJ fue propuesto por Jeffreys y desarrollado
posteriormente por Wentzel, Kramers y Brillouin para resolver la
ecuacién de Schrodinger. La esencia del método consiste en una
iteracién alrededor de una funcién f(x) considerada constante al
inicio del proceso iterativo, de tal forma que el mérgenrde utilidad
de este m&todo depende sensiblemente de que f(x) sea una funcidn que

varfe lentamente. Asl entonces, dada una ec. de transporte de la formas

g{% +%?2+8“-3%g£fh(xm:\.)(ﬂ (2)

esta puede ser reducida a una ecuacién diferencial total no-homogénea
usando la Transformada de Laplace. Mediante el cambio de vaz:iable1
v(x}=y(x)exp{-—§fg(x’)dx‘} en esa ecuacién inhomogénea obtenemos una
ecuacién de la forma (1) con un término en el miembro derecho. Se
procede a obtener la solucién de la parte homogénea, y a continuacibn
mediante el método de Variacién de Parfmetros se generaliza para
obtener la solucién inhomogénea. La solucidn éprdximada de 1la
homogénea, ec.(l), se obtiene por el método WKBJ, tomando f(x)=
constante, de tal forma que la solucién asi obtenida y=exp [i 43(::8
se substituye nuevamente en la ec. (1). En la éc. resultante se
considera que (f)”(x) es muy pequefia, ya gque se asume una variacidn
muy lenta de f£f(x), por lo que (x) puede ser despreciada, obteniéndose

la solucibén siguiente:

ng) ::F}a) G GXPE-J:FJ?:(X')J%' +Cexp [:i ﬁ%(x') d’(r]_ (3)
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en donde C+ y C- son constantes a determinar acorde a las condiciones

de frontera del problema. La suposicidén de que (i)(x) sea lo

suficientemente pequefia para despreciarse se expresa comoO:

m.-__
H“] 5’(\

Para ilustrar el alcanze y aplicabilidad de este método se puede

(4)

ejemplificar resolviendo la ec. diferencial parcial no-homogénea del
; 2 . . . ' :
tipo Fokker-Planck "que se deriva de la ec. de difusibdn en el espacio
de momentos, acorde a la ec. de transporte de Boltzman en el regimen

i 3 3
no-colisional

-2 [Ny & (i_;w A .qe 1) o

En esta ec. de evolucién de una cierta distribucidén energética, N(E,t),
el cambio sistem&tico de energia esta expresado por <9§->"A(E) ' en
tanto que <‘£€REE>=D(E) es la difusidén alrededor la taza
sistem&tica de variacién de energia,  es el tiempo caracteristico
de desaparicidén de particulas del volimen en consideracidén y Q(E,t)
es el flujo de inyeccidén dentro de los procesos que tienen lugar en

o}
el vol@m(va\n considerado.

3. APLICACION DEL METODO AL EJEMPLO PROPUESTO. Aplicando en la ecuacién

diferencial parcial (5) el cambio de variable N=Y/D, la ecuacidn
resultante puede ser transformada en una ecuacién diferencial total

por la técnica de la Transformada de Laplace
2 — - _
d51+ F,(E)g%--i- (€)Y = E(E) (6)

en donde y(E,S) es la transformada de Laplace de la funcidn Y(E,t).
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E
Definiendo F, (E)=exp{jﬁ‘1 (E')dE}y la nueva variable Tl(E)= jF;!(E')dE‘

(donde E' indica la variable de integracién en el espacio de energia),
- -1 -
tal que dy/dE=F41 (dy/d}z Yo ¥y <il/dE=F4 (d/d)z ), la ecuacidén (6)

puede ser reducida a la forma siguiente:

%2752 +ROp)G = SOy)

2 2
en donde R( )? )--F2 (7? )F4 (7) y S()?)-F3 ()Z)Fq' ()z ). Mediante
el método WKBJ descrito en Seccién 1, se obtiene la solucidn de la

parte homogé&nea de ec. (7),

Sors)= LY+ I4.00) o

en donde

- "(E) L n
Gelnsl=enp i ool b / [ R )

vsando ahora el método de Variacidén de Parimetros, (o el de Funciones
Green) podemos construir la solucidén general de (7), usando las

soluciones (8) de la homogénea, lo que conduce a la solucién siguiente:

- L
ﬁ@(}f, fj(v;, éf}(m%ﬁ@jﬂﬂ*g}s) a/JZ’ (10)

’ 2
en donde F5 (‘?,5 )—F3 DZ)F4 ()z), en tanto gque J- desaparece
por condiciones de frontera, en virtud de que la funcidn debe tender

a cero conforme la variable Energia crece.

Des:.gnando A(E)= <dE/dt> y D(E)=@Udt> , asi como

awa*—jg‘! CIE/D.'L(E P Y Q*=§% _(A/D)% , ¥ aplicando la
N(E')
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Antitransformada de Laplace, obtenemos la soluglén buscada de ec.

), Mlet)=Hl,, (€, )%}[q ‘,,j WL&EM —fﬁ’%%'
exp (a+i)t @2-}- W) "/’E(a‘“ hf D(E‘)]

f N(E'W%)ecf [Egg{{%ﬂﬁd + i;}e PU D(&Y Jx
A[Ee?(E)D-f(E/exP[ﬂg?ggfw) Ve"f[(dﬁ—)t (__f] A an

.f
rE r e, L4 E ’
*“donde E£ )= Y(ES Fﬂ ¢ (E )= 'Y(E ) ‘0’ E (S ) 7(3; )
donde E. y E_ son energia iniciales del problema Yy N_th (Ei) es una

constante de integracién identificada con el flujo inicial (o latente)
de energia. Soluciones del tipo acabadas de desarrollar son a menudo
empleadas en el estudio del espectro de energia de particulas
aceleradas en ciertas fuentes generadorasa'a , por lo que se justifica

la desaparicién de J- eh (10)

4. VALIDEZ DEL METODQ EN EL EJEMPLO PROPUESTO. Para justificar el

método acorde a la restriccidn (4), dos tazas de variacidn de energia

4

E, pueden ser ejemplificadas® ,

a)<dE/dt> =dpE- con <{dE)?' /dt> =0of aEl

en donde ﬁ es velocidad en funcidén de la velocidad de la 1luz,
yX es la eficiencia del proceso de variacidén de energia. Dado que

f(x) en éc. (1) corresponde a R( ) en ec. (7) la condicidn dada en

B
R3/2
la forma expl:.c:.ta de R(?z) nos queda P()?) (qg,mp)zll 5- le , con

ec. (4) puede reescribirse como P(‘){ )= 4}' l((l si utilizamos

ﬁ— (E -m2 ¢4 )2 /E. De la relacidn P(iz) se observa que la validez

del método en este ejemplo depende de los valores de yg- En la fig.
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1 se ilustra el comportamiento de esta relacidn para los casos

particulares en queX%=0.1 yo(g=0.05. El1 andlisis de esta fig. nos
indica que para estos pardmetros particulares el método tiene mayor
validez a medida queﬂ+1.0 en tanto que para valores pequefios de E( ﬁé

0.4) para electrones energéticos) el método WKBJ no es aplicable.

{ae/ac)y =o((5-gz )ﬁ"s con (dE)z /dt)y

al caso anterior la condicidén de validez del método

= 2K P4E Slmllarmente

ec. (4) se reduce

: 3
a P()Z )= [(ag)z /4]|l -5’@1({1.0. Observamos entonces gque para dos
conjuntos dados de parémetros,&% =0.1 y g =0.05, el método es

solamente vAlido para energia E tales queﬁa_O.BS, como se muestra
en la Fig. 1.

5. DISCUSION. El método

0;5 ¥ | { 1 Al

WKBJ es aplicable a ecs.
diferenciales parciales h
¢ \
como son las ec. de 204. N E
_ A
transporte y difusidn, ﬁ = &)
w [ RS
mediante su reduccién a o SR L
—y
0.2 B b —— L ) .
una ec. de la forma (1), S~ ~ g
m - » ".:‘u = - -~ ~
por diversas técnicas Q . ® i-__'.--"'. =
s Lol T MRS i 1 i
matemdaticas complemen- § 02 O.A QG QB 1.0

tarias como la Transfor-

ﬁ ( SIN UNIDADES )

mada de Laplace, Fun-

ciones de Green, Méto-

do de Variacidén de para-

Fig.

1. Rango de validez del metodo WKBJ,

ng)—-(() .1 (S_éjemplo (a) (

(****)

ejemplo (b) (=)

299 =

) s

%G = 0.05: eJempigm]()



metros y otras. La aplicabilidad del método depende b&sicamente de
la validez de 1la condicidn (5), lo cual a su vez depende de las
caracteristicas particulares del problema a resolver. La ventaja de
este método es que la gama de problemas que se pueden abordar es mis
amplia que con otros mé&todos, dado que la f(x) puede tomar cualgquier
forma, y que en general su aplicacién puede ser mis sencilla que con
los métodos que emplean funciones matemiticas con cierto grado de
complejidad. Este método es particularmente interesante en el estudio
de las distribuciones de energia y perfiles temporales de particulas

energéticas.
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